Cours de seconde générale

Fonctions affines

Pré- requis :

Généralités sur les fonctions. Principe du sens de variation.

Equations de droites
I- Définition
Définition : a et b sont deux réels donnés. Lorsque, à chaque réel x, on associe le réel

                   f(x) = ax + b, on définit une fonction affine sur EQ \o\al(I;\d\fo2()R).


       f : EQ \o\al(I;\d\fo2()R) 

 CARSPECIAUX 190\f"Symbol"\h\s5

 CARSPECIAUX 174\f"Symbol"\h\s5eq \s\up1()
 EQ \o\al(I;\d\fo2()R)


x 

 CARSPECIAUX 190\f"Symbol"\h\s5

 CARSPECIAUX 190\f"Symbol"\h\s5

 CARSPECIAUX 174\f"Symbol"\h\s5eq \s\up1()
 ax + b

Exemples : f : EQ \o\al(I;\d\fo2()R) 
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et
g : EQ \o\al(I;\d\fo2()R) 
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    sont des fonctions affines.
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Cas particuliers :

· Lorsque b = 0, la fonction est dite linéaire.

Exemple : f : EQ \o\al(I;\d\fo2()R) 
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· Lorsque a = 0, la fonction est dite constante.

Exemple : f : EQ \o\al(I;\d\fo2()R) 
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II- Représentation graphique.

Théorème : La représentation graphique d'une fonction affine est une droite d.

Toute droite d non parallèle à l'axe des ordonnées est la représentation graphique d'une fonction affine.

Si f : EQ \o\al(I;\d\fo2()R) 
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 EQ \o\al(I;\d\fo2()R)        , alors une équation de sa droite représentative d est y = ax + b.
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· Le nombre a est appelé coefficient directeur de la droite d.

· Le nombre b est appelé ordonnée à l'origine de d, car la droite passe par le point de coordonnées (0;b)

Exemple 1 : Représentons la courbe de f : EQ \o\al(I;\d\fo2()R) 
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         x  
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La fonction est affine ( a = -  eq \s\do1(\f(1;2)) et b = 3 ), donc sa courbe représentative dans un repère est une droite d. Il suffit d'en déterminer deux points pour la tracer.

On choisit deux abscisses et on calcule les ordonnées correspondantes :

· Pour x = 0, f(0) = -  eq \s\do1(\f(1;2)) ( 0 + 3 =3, donc le point A (0;3) appartient à d. 3 est bien l'ordonnée à l'origine de la droite d.

· Pour x = 4, f(4) = -  eq \s\do1(\f(1;2)) ( 4 + 3 = -2 + 3 = 1, donc le point B (4;1) appartient à d.
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Pour quelle(s) valeur(s) de x a-t-on f(x) = 0, d'après le graphique ?

La droite d coupe l'axe des abscisses en C(6;0). Donc l'équation f(x) = 0

(ou encore  -  eq \s\do1(\f(1;2)) x + 3 = 0 ) admet une solution : 6.

On peut vérifier le résultat en résolvant de manière classique l'équation -  eq \s\do1(\f(1;2)) x + 3 = 0.

-  eq \s\do1(\f(1;2)) x + 3 = 0

      -  eq \s\do1(\f(1;2)) x = -3

           x = (-3) ( (-2)

           x = 6

S = { 6 }

Cas général : Lorsque a CARSPECIAUX 185 \f "Symbol"\h 0, résolvons f (x) = 0.


ax + b = 0


     ax  = -b  (je soustrais b aux deux membres)


       x = -  eq \s\do1(\f(b;a)) (je divise les deux membres par a, car a CARSPECIAUX 185 \f "Symbol"\h 0)

Donc l'équation ax + b = 0 admet une solution unique : S = { -  eq \s\do1(\f(b;a)) }

Remarque : si a = 0, la droite représentative de f : x 
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C'est une droite parallèle à l'axe des abscisses.

Donc f(x) = 0 n'a pas de solution si b CARSPECIAUX 185 \f "Symbol"\h 0

et a une infinité de solutions pour b = 0, car 0 = 0 ( x + 0 pour tout x réel. S = EQ \o\al(I;\d\fo2()R)
III- Sens de variation d'une fonction affine.

Soit f : EQ \o\al(I;\d\fo2()R) 
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Soient x1 et x2 dans EQ \o\al(I;\d\fo2()R) tels que x1 < x2.

Alors f(x1) - f(x2) = ( ax1 + b ) - ( ax2 + b )



     = ax1 - ax2.



     = a (x1 - x2)

x1 - x2 < 0 car x1 < x2.

· Si a = 0, alors f(x1) - f(x2) = 0.

Pour tous x1 et x2 réels, alors on a f(x1) = f(x2)

La fonction f est donc constante sur EQ \o\al(I;\d\fo2()R) (ce qui démontre le résultat du paragraphe I)

· Si a>0, alors a ( x1 - x2 ) < 0 car x1 - x2 < 0.

Donc f(x1) - f(x2) < 0, donc f (x1) < f(x2).

La fonction f conserve l'ordre sur EQ \o\al(I;\d\fo2()R), elle est donc croissante dur EQ \o\al(I;\d\fo2()R).

· Si a<0, alors a ( x1 - x2 ) > 0 car x1 - x2 < 0.

Donc f(x1) - f(x2) > 0, donc f (x1) > f(x2).

La fonction f inverse l'ordre sur EQ \o\al(I;\d\fo2()R), elle est donc décroissante dur EQ \o\al(I;\d\fo2()R)
Cf exemple 1 : f : x 
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a = -  eq \s\do1(\f(1;2)). a < 0, donc f est décroissante sur EQ \o\al(I;\d\fo2()R).

En effet, on constate que la droite d "descend" de gauche à droite.

Retenir Soit f : EQ \o\al(I;\d\fo2()R) 
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Si a>0, alors f est strictement croissante sur EQ \o\al(I;\d\fo2()R).

Si a=0, alors f est constante sur EQ \o\al(I;\d\fo2()R).

Si a<0, alors f est strictement décroissante sur EQ \o\al(I;\d\fo2()R).

Tableau de variations et tableau de signes correspondant à l'exemple 1 :

x
-CARSPECIAUX 165 \f "Symbol"\h                                                    6                                                                  +CARSPECIAUX 165 \f "Symbol"\h
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variations de f
                                                        0

signe de f
                         +                             0                                -

IV- Taux de variations d'une fonction affine.
Théorème : Soit f : EQ \o\al(I;\d\fo2()R) 
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Alors pour tous réels u et v, u CARSPECIAUX 185 \f "Symbol"\h v, on a  eq \s\do1(\f(f (u) - f (v);u - v)) = a.

 eq \s\do1(\f(f (u) - f (v);u - v)) est appelé taux de variation  de f entre les nombres u et v.

Démonstration : u et v sont deux nombres réels, u CARSPECIAUX 185 \f "Symbol"\h v.

Alors f(u) = au + b  et  f(v) = av + b.

f(u) - f(v) = ( au + b ) - ( av + b )


    =        au     -     av


    =       a ( u - v )

d'où  eq \s\do1(\f(f (u) - f (v);u - v)) = a.

(J'ai le droit de diviser les deux membres par u-v car u CARSPECIAUX 185 \f "Symbol"\h v, donc u - v CARSPECIAUX 185 \f "Symbol"\h 0. )

Théorème : Si f est une fonction définie sur EQ \o\al(I;\d\fo2()R) telle que, pour tous réels u et v, u CARSPECIAUX 185 \f "Symbol"\h v,  eq \s\do1(\f(f (u) - f (v);u - v)) sont égaux tous à un même nombre a, alors f est une fonction affine définie par 

f (x) = ax + f(0).

Rappel : f(o), ou encore b, est l'ordonnée à l'origine de la droite représentative de f.

Démonstration : par hypothèse, pour tous réels u et v, u CARSPECIAUX 185 \f "Symbol"\h v, on a  eq \s\do1(\f(f (u) - f (v);u - v)) = a.

Donc, en particulier, si u CARSPECIAUX 185 \f "Symbol"\h 0 et v = 0, on a  eq \s\do1(\f(f (u) - f(0);u - 0)) = a, d'où f(u) - f(0) = au (j'ai le droit de multiplier par u car u est un nombre différent de 0), d'où f(u) = au + f (0).
Cette égalité est encore vraie pour u = 0 car f(0) = a ( 0 + f (0).

Donc, pour tout u réel, on a f(u) = au + f(0)

Soit pour tout x réel, on a f(x) = ax + f(0).

f est bien une fonction affine, qui a pour coefficient directeur a et pour ordonnée à l'origine 0.

Application : Comment trouver la fonction affine représentée par une droite donnée dans un repère ?


Dans un repère, une droite D passe par les points A (-4;-1) et B (2;2).


Pour trouver la fonction affine f dont D est la courbe représentative, on calcule le taux de variation de f entre -4 et 2.


 eq \s\do1(\f(f (-4) - f (2);4 - 2)) =  eq \s\do1(\f(-1 - 2;-6)) =  eq \s\do1(\f(1;2)).


Le coefficient directeur de la droite, qui correspond au taux de variation de la fonction, est donc a =  eq \s\do1(\f(1;2)).


La fonction affine est donc de la forme f : x 
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Pour x = - 4, par exemple, on a f (-4) =  eq \s\do1(\f(1;2)) ( (-4) + b


Soit - 1 =  eq \s\do1(\f(1;2)) ( (- 4) + b


Soit - 1 = - 2 + b


Soit - 1 + 2 = b


Soit b = 1.

La droite a pour équation y = -  eq \s\do1(\f(1;2)) x + 1.

La fonction affine dont elle est la courbe représentative est donc f : EQ \o\al(I;\d\fo2()R) 
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Illustration graphique :
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