Problèmes autour d'un cube.
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Enoncé :

   Le cube ABCDEFGH est coupé par le plan PQR (où P ( ]AE[, Q ( ]BF[ et R ( ]GF[ ). On appelle T le point où le plan (PQR) coupe la droite (EH).

  Que dire des droites (PT) et (QR) ? Pourquoi ? Construire T et l'intersection du plan PQR avec les faces du cube.

Solution :

    Le plan PQR coupe deux plans parallèles (AEHD) et (BFGC). Or, lorsque deux plans P et P' sont parallèles, si un plan Q coupe P, alors Q coupe P' et les droites d'intersection sont parallèles. Comme la plan (PQR) coupe (BFGC) selon (QR) et (AEHD) selon (PT), alors (PT) et (QR) seront parallèles.

    C'est pourquoi T est l'intersection de la droite (EH) avec la parallèle à (QR) passant par P (en perspective cavalière).
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Enoncé :

   Soit ABCDEFGH un cube d'arrête 4 cm.

1- Calculer le volume du tétraèdre ABCF.

2- Justifier que le triangle ACF est équilatéral. Calculer son aire ( rappel : les hauteurs d'un triangle équilatéral de côté a ont pour longueur a  eq \s\do1(\f(;2))
)

3- Déduire du résultat précédent la distance du point B au plan (ACF)

Solution :

1- Pour le tétraèdre ABCF, (ABC) est une base et (BF) la hauteur qui lui correspond, car (BF) CARSPECIAUX 94 \f "Symbol"\h (ABCD). Le volume du tétraèdre ABCF sera donc A(ABCF) =  eq \s\do1(\f(1;3)) ( Aire(ABC) ( BF.

BF = 4 cm car c'est une arête du cube.

Aire(triangle ABC) =  eq \s\do1(\f(1;2)) ( Aire(carré ABCD) =  eq \s\do1(\f(1;2)) ( 42 = 8 (en cm2)

 eq \x(Volume(tétraèdre ABCF) =   ( 8 ( 4 =  eq \s\do1(\f(32;3)))

2- ACF est un triangle équilatéral car les segments [AF], [FC] et [AC] sont des diagonales de trois faces d'un même cube.

AF = FC = AC = 4EQ \r(2) car l'arête du cube est 4 et que la diagonale d'un carré de côté 4 vaut 4EQ \r(2)
Aire(ACF) =  eq \s\do1(\f(1;2)) ( côté(ACF) ( hauteur(ACF)
hauteur(ACF) = 4EQ \r(2) (  eq \s\do1(\f(;2))
 = 2 ( EQ \r(2) ( EQ \r(3) = 2 eq \r(6)
Donc Aire(ACF) =  eq \s\do1(\f(1;2)) ( 4EQ \r(2) ( 2 eq \r(6)
[image: image4.png]




Aire(ACF) = 4 ( EQ \r(2) (  eq \r(6) = 4 (  eq \r(2) (  eq \r(2) (  eq \r(3) = 8EQ \r(3)
 eq \x(Aire(ACF) = 8)

3- Volume(tétraèdre ABCF) =  eq \s\do1(\f(1;3)) ( Aire(triangle ACF) ( d, où l'on appelle 'd' la distance de B au plan (ACF).
Soit   eq \s\do1(\f(32;3)) =  eq \s\do1(\f(1;3)) ( 8EQ \r(3) ( d, soit d =  eq \s\do1(\f(32;8))
 =  eq \s\do1(\f(4;))
 =  eq \s\do1(\f(4;3))
.              eq \x(d = ;3))
)

Autre méthode (pas au programme) :

On considère le tétraèdre ABCF. On a AB=AC=AF.

Soit B' le projeté orthogonal de B sur le plan (ACF). B' est équidistant de A, C et F, car la projection orthogonale conserve l'égalité des distances. B' est donc le centre du cercle circonscrit  au triangle ACF. Or, ACF étant équilatéral, B' est aussi son centre de gravité.

On peut donc calculer AB'.

AB' =  eq \s\do1(\f(2;3)) hauteur(triangle ACF) =  eq \s\do1(\f(2;3)) ( 2 eq \r(6) = 4 eq \s\do1(\f(;3))
.
[image: image5.png]-





Le triangle AB'B est rectangle en B', puisque B' est le projeté orthogonal de B sur (ACF).

On peut donc y appliquer le théorème de Pythagore et dire que

BB'2 = BA2 - AB'2 = 42- (4 eq \s\do1(\f(;3))
)2 = 16 - 16 (  eq \s\do1(\f(6;9)) = 16 ( (1 -  eq \s\do1(\f(2;3))) =  eq \s\do1(\f(16;3))
d'où BB' =  eq \r()
 =  eq \s\do1(\f(4;))
 =  eq \s\do1(\f(4;3))
.
 eq \x(BB' = ;3))
)
 Remarque : c'est le tiers de la diagonale du cube.
